
1 Çàäà÷è ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè

0.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü ðàíåå ìû ðàáîòàåì ñ íàáîðîì èçìåðå-
íèé õàðàêòåðèñòèê (ïðèçíàêîâ) íåêîòîðûõ îòîáðàííûõ îáúåêòîâ èç
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. ×àñòî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ îïèñàíèÿ
îáúåêòà èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî òàêèõ õàðàêòåðèñòèê è ðàáî-
òàòü ñ òàêèì íàáîðîì äàííûõ î÷åíü íåïðîñòî. Â ýòîì ñëó÷àå ïûòàþò-
ñÿ ïðåäñòàâèòü ïåðâîíà÷àëüíûé íàáîð èçìåðåíèé â âèäå íåêîòîðûõ
ôóíêöèé, ÷àùå âñåãî ëèíåéíûõ, îò äðóãèõ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí
ãîðàçäî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [?], ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ïðè÷èí çà÷åì ýòî
íóæíî è êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

1) Âî ïåðâûõ õîòåëîñü áû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü èìåþùèéñÿ
íàáîð äàííûõ, ÷òîáû íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ïîíÿòü ñïåöèôèêó èìå-
þùåéñÿ çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ðàçìåðíîñòü íàáëþäåíèé äîëæíà áûòü íå
âûøå òðåõ.

2) Âî-âòîðûõ, ìû ñòðåìèìñÿ ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíî ïðîñòóþ

ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé óïðîùàþòñÿ ðàñ÷åòû è èíòåðïðåòàöèÿ ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîì.

3) Íàêîíåö âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîçìîæíîñòü ñæàòèÿ îáúåìà

äàííûõ áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè âàæíîé èíôîðìàöèè. Ýòî ñòàíî-
âèòñÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííûì ïðè çàïèñè è õðàíåíèè áîëüøèõ áàç
äàííûõ.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè íîâûõ ïðèçíàêîâ äëÿ îïèñàíèÿ îáúåêòîâ ñòà-
ðàþòñÿ îòîáðàòü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ïåðåìåííûå. Ïðè ýòîì
ïðèíèìàþò âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà:

1) íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî êîððåëèðîâàí-

íûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê äóáëèðîâàíèþ èíôîðìàöèè;
2) ÷àñòü õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü ìàëî èíôîðìàòèâíîé, ò.ê.

îíè ìàëî ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îáúåêòà ê äðóãîìó;
3) íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî àãðåãèðîâàòü è ïåðåõîäèòü

ê íåêîòîðûì íîâûì âçâåøåííûì õàðàêòåðèñòèêàì.
Ôîðìàëüíî ó÷åò ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

1



ðàçîì. Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðûé èñõîäíûé íàáîð èçìåðåíèé X =
(X1, . . . , Xp). Ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ñòðîèòñÿ íîâûé íàáîð ïðè-
çíàêîâ Z(X) = (Z1(X), . . . , Zq(X)), ãäå q � p. Çàäàíà ìåðà èíôîð-
ìàòèâíîñòè Iq(Z(X)) íîâîé ñèñòåìû ïðèçíàêîâ ñ ó÷åòîì ñòàðîé. Òðå-
áóåòñÿ òàê ïîäîáðàòü íîâóþ ñèñòåìó ïðèçíàêîâ, ÷òîáû ìàêñèìèçèðî-
âàòü ýòîò ïîêàçàòåëü.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòó èäåþ íà íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ ïðèìåðàõ.

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Îáðàçóåì íåñêîëüêî íîâûõ ïåðåìåííûõ:

Zk(X) = ck1(X1 − E(X1)) + . . .+ ckp(Xp − E(Xp)),

k = 1, q, ïðè÷åì
p∑

j=1

c2kj = 1, k = 1, q,

p∑
j=1

ckj · clj = 0, k, l = 1, q, k 6= l.

Â êà÷åñòâå ìåðû èíôîðìàòèâíîñòè áåðóò âåëè÷èíó

Ik(Z(X)) =
D(Z1) + . . .+D(Zq)

D(X1) + . . .+D(Xp)
.

Ôàêòîðíûé àíàëèç

Â ìîäåëè ôàêòîðíîãî àíàëèçà íàáîðà èñõîäíûõ íàáëþäåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Xj − E(Xj) =
q∑

k=1
jkYk + uj = X̂j + uj, j = 1, p,

ãäå cjk åñòü íàãðóçêà îáùåãî ôàêòîðà Yk íà èñõîäíûé ïîêàçàòåëü Xj,
uj � îñòàòî÷íàÿ (ñïåöèôè÷åñêàÿ) êîìïîíåíòà, ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ (îãðàíè÷åíèÿ): E(Yk) = 0, E(uj) = 0, D(Yk) = 1 è
ñ.â. Y1, . . . , Yq, u1, . . . , up � ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû.

Â êà÷åñòâå ìåðû èíôîðìàòèâíîñòè áåðóò âåëè÷èíó Iq(Z(X)) = 1−
||RX −RX̂ ||, ãäå RX è RX̂ åñòü êîððåëÿöèîííûå ìàòðèöû ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ X è X̂.
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Ìåòîä ýêòðåìàëüíîé ãðóïïèðîâêè ïðèçíàêîâ

Ðàçîáúåì íàáîð èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ X1, . . . , Xp íà q íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ãðóïï S1, . . . , Sq. Ïðèçíàêè âíóòðè ãðóïïû äîëæíû áûòü
ñèëüíî êîððåëèðîâàíû, à ïðèçíàêè èç ðàçíûõ ãðóïï äîëæíû áûòü
ñëàáî êîððåëèðîâàíû. Ïðèçíàêè èç îäíîé ãðóïïû Sk çàìåíÿþòñÿ íà
íåêîòîðûé åäèíûé îáùèé ïðèçíàê Zk. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðàñ-
ñìàòðèâàþò ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ, ïðè÷åì
D(Zk) = 1. Ìåðà èíôîðìàòèâíîñòè çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó:

Iq(Z(X);S) =
∑

Xj∈S1

r2(Xj, Z1) + . . .+
∑

Xj∈Sq

r2(Xj, Zq).

0.2 Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãëàâ-

íûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì åãî áîëåå ïîäðîáíî.
Ïóñòü ìû èìååì ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1, . . . , Xp)

T . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, ò.å. åãî ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé äëÿ âåêòîðà X íà-

çûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z âèäà

Z = c11X1 + . . .+ c1pXp,

ãäå c211 + . . .+ c21p = 1, äëÿ êîòîðîé äèñïåðñèÿ áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

Ïóñòü Σ = (σij) åñòü ìàòðèöà êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X.
Íàì íóæíî ðåøèòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Çàïè-
ñûâàÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîëó÷àåì

(Σ− λI)c1 = 0,

ãäå c1 = (c11, . . . , c1p). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå, åñëè ÷èñëî λ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

|Σ− λI| = 0,
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû Σ. Ò.ê. ìàòðèöà Σ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, òî âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áó-
äóò âåùåñòâåííûìè è ïîëîæèòåëüíûìè.

Äàëåå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî D(Z) = λ. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà ïåð-
âîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû íàéòè íóæíî íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð. Âåêòîð c1 åñòü
íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íàéäåííîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Ïóñòü ìû óæå íàøëè q − 1 ãëàâíûõ êîìïîíåíò, q ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 2 q-îé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé äëÿ âåêòîðà X íàçûâà-

åòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z âèäà

Z = cq1X1 + . . .+ cqpXp,

ãäå c2q1 + . . . + c2qp = 1, ck1cq1 + . . . + ckpcqp = 0, 1 ≤ k ≤ q − 1, äëÿ
êîòîðîé äèñïåðñèÿ áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî íóæíî íàéòè q-îå ñâåðõó ïî
âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íîðìèðîâàí-
íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ýòî äàñò íàì íóæíûé íàáîð êîýôôèöèåí-
òîâ cq = (cq1, . . . , cqp).
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